Problème 


Première partie 

Pis ne le plan affine. Soient (A,B,C) et (A',B',C') deux triplets de 
points de Prormés de points non alignés. On note Ô à” ÔB? Ôc? (respective- 
ment Ô ar 6 pi 1); les parallèles issues de À à B'C', de B à A'C', de C à A'B!, 


(respectivement de A' à BC, de B' à AC, de C' à AB). 


On suppose que Ô a? ÔB? êe se coupent en un point ©. 
1. On suppose que BC et B'C' ne sont pas parallèles, et on pose : 
= 1. = 1C! 
a 61 n BC, a ô 1 N B'C'. 
Ë Montrer que les triangles a'A'B' et aCO d'une part, a'A'C' et aBO d'autre 
part, sont homothétiques. 


En déduire que : 


l 
p|| 
el 1ë4 


2. Soit f l'unique application affine telle que : 


A' = f(A), B'=#f(B), C' = f(cC). ’ 
Montrer que si BC et B'C' ne sont pas parallèles, alors 


a! = f(a), et Ô a1 = C6 ,). 
3. Montrer que Ô A! Se C8 4) même si BC et B'C' sont parallèles. 


4. Déduire des questions précédentes que les droites à no 


A' »6 pi C' 


Ë se coupent un un point O! : Que peut-on dire de O' et f(O) ? 
Deuxième partie : 
: J désigne maintenant le plan affine euclidien. 


a 1. Soit (A,B,C) un triangle de P et a,(resp b, resp c) un point 
Fe de BC, (resp AC, resp AB). Soit D, , (resp D} ; resp D), la perpendiculaire 


FE issue de a à BC, (resp de b à CA, resp de c à AB). 
Ë Prouver que si D, D, , D, concourent en un point (, alors : 


laÿ- ABP Lt E EC Hit à AP RP 00 


Prouver la réciproque du résultat précédent. (On pourra utiliser 
# le résultat direct). 


FE 2. Soient maintenant (A,B,C), (A!B!C') deux triangles (non aplatis) de 
# On note Ô à la perpendiculaire issue de À à B'C!, ôB celle isue de B à A'C"', 


# ôe celle isue de C à A'B'. 
Fe On définit de même NELE PTE comme étant les perpendiculaires issues de 
# A! à BC, de B' à CA, de C!' à AB. 

Soient : [a = Ô y nBC, b=- Ôpi NCA, c= ci n AB 


nBiC';.5 


1A! 1 = 
B NC'A', c = Êe n A'B' 


En utilisant, (en justifiant), des relations du type : 


Bit aie = ABIT AC? 


ainsi que les résultats antérieurs de cette partie, prouver que Ô a? ÔB? ôc 
# sont concourantes si et seulement si PARLE ci le sont. 
Troisième partie : 


désigne le plan affine euclidien orienté, (A,B,C), (A',B',C') 2 triangles 
—1on aplatis. 


Soit © un réel, De ôB Ôc) 6 arm 1 les droites passant par A,B,C, 
A', B', C' respectivement, telles que : 
(B'C"', 8 a) = (C'A!, ôB) z (A'B', 8) = © (angles orientés de droites) 
(BC, ô a1) = (CA, ôp1) = (AB, 61) = - O (angles orientés de droi 
tes). . 


On suppose que Ô a” ÔB de se coupent en O, distinct de A,B,C. 


1. Si (B'C', BC) + ©, on pose : a = CE NBC, a!'= Ô À! nB'C"'. 


: a) Prouver qu'il existe deux similitudes directes r et s de D 
telles que : 


r(a) = a!', r(O) C', r(B) = A! 
s(a) = a!', s(O) = B', s(C) = A! 


B )Soient Fr et S les parties linéaires de r et s. 
Calculerr o EM TEU ? et & bo +(aB) 


En déduire que ( 82) =(8 Lo = est une homothétie, puis que : 
a'C' aC 
1: aB 
Soit f l'unique application affine de telle que : 
f(A) = A!', f(B) = B', f(C) = C'. 


Y ) Prouver que a! = f(a), et que Ô ar = £C8 à) À 
2. Prouver que si (B'C', BC) = ©, on a encore Ô a = C8 4) 
3. Que se passe-t-il si O € {A,B,C}? 


4. Enoncer le théorème démontré dans cette partie. Retrouve-t-on les 
“ résultats des deux premières parties ? 


Quatrième partie : 


On identifie Pa le corps des nombres complexes £. On se propose de re- 
trouver les -ésultats précédents. 


1. Soient Z et Z' deux complexes non nuls, A= IR Z(droite OZ) 
A' =IRZ"', ? 
Montrer que : 


—. A0 7 | 
[(a, A1) =0 (ml (27 -e" 27 = 0) 
On conserve les notations de la troisième partie, et À est d'affixe a, B d'af- 
fixe BB, C Y , A' a', B'R!, C' y!'. 
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2. Montrer que l'équation de 6 A est : | 
= - ie ea 218 — 
2 - ppt - y)= ap - p)-e"° aB' - y!) 
3. Prouver que, puisque A'B'C' ne sont pas alignés, on a : 
aCR 2 0 6 pOT So) + CRE 0) #0 


4. Déduire de ce qui précède que Ô y? ôB et ôc sont concourantes 
si et seulement si : 


pota, B, y: a, B', y')=a(Bt - y) + BCYT - a) + var - B°) 


e Or (B'-Y') + B(y'-a')+#Y(a'-B')] = 0. 
5. Montrer que : 


PLtaB, y; a', B', y').= 719 P_ota',B',y' ; a, B, Y.). 

6. En déduire que CINE SB et ôc sont concourantes en O si et seule- 
ment si Ô a Bi #1 le sont en O',que l'on ne cherchera pas à caractériser 
dans cette question. 


On va prouver que O' = f(O), où f est l'unique application affine 
telle que : f(A) = A', f(B) = B', f(C) = C'. 


7. f se traduit par l'application de € dans € : 


f(Z) = uZ + vZ + w, ((u,v,w)E ©), avec a! = fa), B' = f(B), y'=f(y) 
Calculer Pa, B, Y ; a, B', y') en fonction de a, B, y, u,v,w. 

8. Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur (u,v,w) pour 
que les droites Ô a ôÔB? ôc construites à partir de (A,B,C), (f(A),f(B),f(C)) 
soient concourantes ? 

9. On suppose que : 


Pi 218 
(2) u +®e u = 0. 


ô 


En utilisant les équations de Ô a? ÔB? _ & ô CV = 2}; 


C’ A!) B'°C 


et (2), montrer que les affixes Z de O et Z' de O' sont liées par : 


(3) Z - a sé US 0). EMCZ TS 0 
y ART vV(Z' - a) - u(Z7 - a) 
10. En déduire que : 
Z' = a! : » 
(4) ——————— est réel. On montrera, si besoin est, 
u(Z - a)+v(Z - à) 
que lu [2 - [v.12 + O0. 


11. Montrer que O’ est à l'intersection de 3 droites, dont l'unique point 
commun est f(O) ; conclure. (On utilisera (4) et 2 relations analogues). 


a'A'Bet a CO ont Lun «8 parallite. Ra, donc pt Rome fEbque, 
d'aues Le Th. de Decuqus TM. Feu puilx : a'8’ a'À' 


De mom , a'A'C Et aBo Ant fomelRitique (ie ne déclubent L'un de l'aute 
pat ame Romote au brnsfakim je: a. À! 


ao <ê 
déx fl déduit 8! IT - Loc Ze =, [98 _ a 
a!'C’ a€ 


a'é’ à — Ne < ess 
EF CRT > aB=kac et a'8’=kR o'C' 
alC’ ac 


SE p 2ev- affine Æ tamfome ABC on A8/C’ , L comerve Les bargeehe, done 


— ss _— 
aB-kRat emltaîno £a>R'= Rk (a) C' Le [Bcad= a]: bangcænbe de Ale), 844) CB 


+ Comme fCAYS A ‘et Plaza, L'Emaue de &,= (Aa) pa fra = (A'a) ; 


sat : | £té,)- à | 


[T3] S:(6c){G'e)), 8cyS, = BCCec>)=(8'e) / BCE, ) 


RE SZ denc R'EBCA) ELA, ). 6(É > part pan Ale Ebant- para à ce'e), 
c'est donc Sr. 
|T .4 CEENnsNE, s PER) € CSN BCD NEC LD) 2 En On n& 
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d' = “ 
at T2.erT.2 : CGmme Lyz S , (oinm (BC )Y(AC)) on en édit que 


Dm concanuante en un part (MT 4€) : 


Enr, Sert Be 


2: 
TC .4 


x SC D y Do 2 Pe son concounanls , LÉ. 


AN = Act ze N?- Ab';L N° 
Bn?- BatsiaR?- Betsic R° 


CR: CL +ENT Cat sans 
mm 


Bar L Ac*+ CL? = Bc*+ALT., Car 


aB -aC LC LAticAte Bt © (4) 


+ Réqmoquememt 35 (4) à Cieux > BE A L'énkemechon de Det, ex 

c'e pied de La prpendicuPane D, à 

2m concunrantzs en M don: 
aa CtiLC2-LAt sc A2 8? D 


AB pPasant Pa L . Du, D,eær,, 


nm nbtancRant de La rnème éjaQit ob uue aste à bebe : 


c'A_ c'RE = .At-cBT 
c'A?> (A+ AB)" = À (A+ AB) 
_2c'A. AB = - 2 cA.AB 
— er — 
A6 . “754 T'O D ezc/ (con ce/et AR cmtediniout) 
CPE 


AGG 


re — 
Cha: a'8 atCTe (alh+AG') (AR + AC)" 2a'À.(A8-AC') +A8!'=AC'* 


= ABF-RC'T  cor(atA) L(C'6'). c'ê 


eV Le, ? auhie égaQite, sbrue, par parmutatbior eufude de, pu bises 
À,8,C et a bc ‘ 


GE ana de mème Le> Ese Lite, an «ct - A'B-AC* …. ebhenue en 
hangpart Lo Lee, priman en non mimico et née. fan : 


Oh ‘24; &. Concouta, ts = a’8!'"_ ac! 2, L'or L'AtLCOnE 


DE c'es 
. —_—_— > 
Ag = Ac? ec'=_RrAz cA'- ce! 


Sas See, Sr memmantz aa +Let-LAT+HCAT cB2L 
T4  —_— 
a'et_ntc? RC? a'A* C'A LEE c'8* 


6x peur canelle: 


| Sn S € con courants = Sr, Sr, Se csnesur mt | 


(Von & feque en p ) 
+ aOB + a! C'A/ semnba LLes LA 


PR L ——Îs Ed. 
a, oÂ=8c, éa - ét, 8 ê a’ + Ep, BC’ + 8 y = Êy ,R'C! 
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a mms 
a'A'atc'= S,,,8c! 


AN ne, 
donc a8 ao za‘ ,a'C! 


AK —Ù — 
OB Da = Een 
éme Ca a C'A 
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vo 


—]ù NZ. 
donc OB Oa = C'A! ,C'a! 


Le Uianofe. aOR EE a!C'A’ 2m decterment semblables Can penècent 2 
amofeo reopechifh é égaux |, 


. düectemont 
+ Gn monde de même que aOC et aa EVE LP. 


TL .4.8 


R3-' (a!) = R(a0)= ac 

PUR (AB )= 2 (a) ae 

es simitude vechuie@o dec, péanes frmemt un gpoupe commutalip ) 
donc 2-22 eme pénible dede Re de_ 0°) par calte 
simililmds et a'C' cinfau à a'8 :R2" 


AD =A AR Et dsnre -ure Pismetfabe À . 
I en 
— — — 
Donc : FRER a'C/-kR a'8 ot a = RaB 


8e pinm &a=6 = ê, = (AR) etcomme S en (AB8)- 18) j Onna Ejal a a B. 
abrude . Done : 
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[5 .4.y] CGmne au T.e : 


Chine coptnce Ro bougendies ex AC - 


T8 


@(A)- A' ek fay=a/ donc £C Sa)=£((Aa)) = (A!a!) = Sa 


, donc fla}= a/ 


allo 


[m2] Se céc',8c)=-6 ,(8c)y Eh = Cec})e (etc) / BUS) 
Deplus RES, = AGIR) € RS). 


ÉCÉ,)et à, parent pour A! et sont paroblifs. a (B'c/) donc LOS a)= Sr. 


[17.3] se O€ ABC) ,pa er. OA, aûas Se-AB) , Se= (AC) donc 
ee ——" 
CA'AB =A'8' Ac = 6 


& F,,A6 = Enf 
Ml born de $,,A8, 2 EL AC = à oobbent &.,=0c'h') et &,,= (ne) 


donc Ep 1 En né,=)a1) 


Eu] Ga me te que Sa 8 gr Se cncowunt au O PAR Éxr, er, Eee, comecowamt ent 
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# Sc 0=O om rnebiouve Le néouQtat de Ca pahe I ,maë cale - n'a ubODE que 
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eng Æ" — ug.Z £n) 
aug 22 = 0 Ên) 


Z'Z = 122) eC0TÈM) 


Z2'Z = + j2'2lete 


(2/2 )2- 12'3)? et°0 = 2'Z ; 2!z .t?0 


a ,a'-0 CT] 2% om part de Z à Z' par ina sinulltnde dûects cle Cênbhe © 
TN u 
eh d'angle Vie next RER tOque 2/2 RoËz 


L'on EU Re" 0 et on Elément R om obtient z'Z 2e 022 ‘ 


Récipns quemant, 2e dt2e j aa, PAT ARMES - z'Zz'.i0 mohe 
que Z'2"'e "9 co n6e - er donc que Es k Ze‘0 


| à ë, 
IW.2] 
Ne p C! 
M(2) (SAS æ Bc'AM-Q C7] 8’ 
L'équakin de Sh s'obtient on feusan- 
2-Y'_B" 
p dau A . 
Z'=2z-x4 


Guobkeut ; (2-a4)(Y-f")- e(Z-2)(Y'-R') =S 


do Z(R-V) eZ (By) = à (BV) - ex (BLY) 
A'Ca') | BB) ,C'CY) non aline ami ARBC non eRinians te (b=o ax IN.4): 
RD CSP) # CPS) 14-06) 


2 : CRT + BUT XD Y'(N'-R') #0 


6 CCR Dencrf concouamlé pri Lo golème suissdh adm ue. subir Z 


ZtR-v)-e*°Z (pv) 2 LR'-3/)- 9 3 (gp 3") Er 
2(Y-d/)-0Z(v'-4) = BUV'-R)-20 B (Y'- a!) OA 
ZAR) Z(œ-RD) = VÜu-p')- 20 » (xp) Se 


À débuminant dis 2 pumins équabione ob ef [ (Ra 81) + (7-7BLV)], 


done nmruf (TE) co A6! C'ntomt pas alignés. Gr mumuts équalime 
adnettumb donc am cup oubim wuque (X,7). Gneifie que Y-T, 

Se 2 evolution des À parure équobhon il pu osfution da, 3 équaltons 
2° (cmdibin de compatible). 


Oz X(B'-Y')+B(%'- à/)+Y(X'-F) ee] CR OBS «19 4 Ÿ (ae L p')] 
(ona à acldibion£ Le, 3 équa de ) C'est La condibon choncee . 


AGG 
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EE BZ)=zuztrrez + voie f(oO=a!, 8(R)=B" EE EC) Y'a : 
AUX + + = æ/ 
He = p' LÀ B'-V'=ucg-»), w (R-Y) 
cieufañe da à f8,Ÿ. 
Par puit, 


PC pR3; «'R:3!) =«] G(B-7)+5(6-Y))+Bfxc7-z)+5 (-a))+V£S a &-B)#5{(a-p)] 


ce) ATup-r Ds PEN] + FLutv-auy svt Ÿ-2)) VTuta-py+w(z-R)) 
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EX Au cns pur que En, Sa, D prent concoumamlz, eû- (I. : 
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e  Z(B-8)=2(BLY/)-0 0 z(fBLY') 
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(Z2-2)(p-%/)- et0(2-2) (R'-%") 
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Gomme R'-Y%'- a(B-Y)+w(B-Y) (T7) , om sbbenlt : 
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